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A1，s㎞6t　In　this　artic1e　we　treat　with　a　branching　Poisson　process
（BPP）input　sing1e－server　queueing　system　with　finite　capacity．　The
8PP　input　queueing　system　is　required　to　solve　te1etraffic　design　issues
in　recent1y　deve1oped　packetized　networks．　The　syste㎜is　a1so　re－
quired　to　so1ve　WWW（world　wide　web）server　perfoman㏄issues　in
e1ectronic／intemet　commerce．一We　propose　an　apProximate　a1gorith㎜
for　deriving　the　main　performance　measures　of　interest，1oss　probabi1－
ity　as　we1l　as　the　mean　waiting　time　for　the　singlerserver　system　with
－BPP　input　and　a　finite－capacity　queue，　It　is　hard　to　analyze　the1∋PP
input　queueing　syste㎜，since　the月PP　results　in　a　mn－re迎ewa1process．
Here，aPP1ying　a　diffusiop　apProximation　technique　is　seen　to　enable　us
to　obtain　a　new　and　simple　algorithm　for　performance　measures　in　the
〃Pinput　system．We㎜ode1the　queue1e㎎th　behavior　as　a　Brownian
motion　whene▽er　the　queue1en鉢h　is　positive，We　then　fomu1ate　the
diffus二〇n（Ito’s．stochastic　di｛fere口tial）eqリation．、O叫diffusion　equation
is　simi1ar，to曲at　taken　by　Black　a口d　Scllo1es　whq皿odeled　the　option
pricing　behavior　as　a　geometric　Brownian－motion．However，our　boun－
dary　condition，is　seen皿to　b負very　different　frq㎜　亡hat　of，B1ack　and
Scho1es．．We　present㎜㎜erica1examples　and　comparisons　w」ith．si－
mu1ation　resu1ts，confiてming曲e　accuracy　of　our　apProximation・
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key　w0｛：　telecOmmnication　networks，teletraffic　desi駅，WWW
server　perfor1皿ance，queueing　systeln，braIlching　Poisson　process，Per－
formaI1ce　aIlalysis，difiusion　apProxi皿ユation，Ito．s　stochastic　diiferential
equatio皿，Black＿Scho1es　option　pricing　formula．
1　　Int『o8u6tiom
　　　　In　soIving　the　teletraffic　design　issues　of　recent1y　deve1oped
packetized　networks，p1uasible　stochastic　mode1s　are　needed　for　captur－
ing　the　effect　of　the　bursty　traffic　processes．　’Bursty’is　sometimes
caued　as‘correlated’or’Ilon＿renewa1’in　the　queueing　literature；see
Takahashi㈱．One　of　the　most　popular　bursty　models　is　a　Markovian
…i・・1p・・・…（〃〃）P・・p…di・L・…t・・i・t・1｛’8，Th・〃λPi・p・t
queueing　systems　are　lIlathe瓜atica11y　tractable　via　山e　matrix－
algorithmic　technique，and〃λP　inc1udes　the　typical　bursty　processes
1ike1PP（interrupted　Poisson　process）and㎜lPP（Markov　modulated
P・i・・㎝p・・…s）・…　p・・1・1・…；…L㎜…to・i㈹．1・th・・・…t
queueing　theory，ハ4λP　is　regarded　as　a　versatile　point　process　for
mode1ing　the　bursty　traffic，　However，ハ4AP　has　no　physica1meanings
and　it　is　not　trivia1to　decide　the（at1east　four）para㎜eters　in　many
practical　situations．　〃λ1〕cannot　monopolize　bursty　traffic　modeling
for　this　reason．
　　　　On　the　other　hand，there　are　some　situations　where　a　branching
Poisson　process（BPP）is　plausible　as　a　bursty　traffic㎜odel．　BPP　is　a
sPecial　case　Of　a　POissOn　cluster　pOint　process　such　that　each　cluster　is
colエ1posed　of　finite　number　of　points（arriving　custo血ers）．　The　first
arriving　customer　in　an　individual　c1uster　is　referred　to　as　a‘Parent’
whne　other　customers　in　the　cluster　are　referred　to　as’children．’The
parents　are　assumed　to　form　a　Poisson　process（see　Sechon2｛or　the
detai1assumphonsonBPP）．Ac1assicalexamp1eofBPParisesin
computer　fai1ure　pattern　modelin♂e．　The　second　example　arises　in　a
stochastic　mode1ing　of　the　packet　switching　node‘4㈱．　The　third　one
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arises　in　facsimi1e　comm1ユnication　networks，where　a　mai1－to－fax　call
corresponds　to　a　parent　and　its　chi1dren　in　a　BPPω、　Other　recent
examp1es　arise　in　ce11stream　mode1ing　of　an　ATM（asynchronous
transfer　mode）LAN（1oca1area　network）system　and　in　IP（intemet
protocol）packet　stream　mode1i㎎of　a　WWW（wor1d　wide　web）server
system　for　e1ectronic／intemet　commerceeO，
　　　　For　these　practical　examples，perfomance　analysis　issues　of　the
switching　node　or　the　server　then　necessiate　a　single－server　finite－
capacity　queue　with　branching　Poisson　process（BPP）input，which　wi11
be　deno㎏d　as　the8PP／θ〃1／伽queue．Unfortunately，since　BPP　is　not
renewa1，we　cannot　use　the　standrad　queueing　theory　of㎞e　G〃G11／1
queue　where　G∫stands　for　a　renewal　process，If　we　app1y　a　Markov
process（imbedded　Markov｛1x㈹or　supp1ementary　variable｛8鰯）tech－
nique　to　the　BPP／G111／榊queue，we　have　to　come　up　against　a　huge
number　of　s㎏tes，resu1廿ng　i工1not　matheInatica1ly　nor　algorithmica11y
tractab1e　situation．　To比e　best　of　the　author’s　knowledge，no　app＿
roximations　have　been　reported　in　the1ietrature　so　far．
　　　　The　main　purpose　of　this　artic1e　is　to　propose　an　explicit　app－
roximation　for　the　perfor㎜ance　measures　in　a　BPP／G〃1／刎queue　by
using　the　di｛iusion　appr■oximation　technique（3知O血助鯛，continueing　and
generalizing　our　previous　work㈱for　infinite＿capacity（伽＝o◎）case．
We　model　the　queue1㎝如bεhavior　as　a　Brown1an　moti㎝，whenever
the　queue1e㎎th　is　posiせve㎜d　less　than閉．We　then　form1ate　the
diffusion（Ito’s　stochastic　differentia1）equation．Our　diffusion　equation
is　similar　to　that　formulated　by　B1ack　and　Scholes　who　mode1ed　the
option　pricing　behavior　as　a　geometric　Brownian　motion⑳、However，
our　bou皿dary　condition　is　seen　to　be　very　different　from　that　of　Black
and　Scho1es．
　　　　The　rest　of　this　artic1e　is　organized　as　fonows．In　Section2，we
describe　our8P〃G11／1／例queue　a11d　intoduce　performance　measures　oi
practica1interest　Section3Proposes　a　new　apProximate　formula　for
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the　mean　queue　length　by　using　the　diffusion　apProximation　technique．
In　Section4，we　present　nu皿erica1examples　and　comparisons　with
simu1ation，confirming　the　accuracy　of　our　apProxi皿1ation．　Section　5
sum孤arizes　our　resu1ts　and　gives　a　conc1uding　remark、
2TheBHP／01／1／”一queue
　　　　We　c㎝sider　a　sing1e－server　queuei㎎system　with　a　finite　capacity
of　waiting　room，刎．　A　customer　corresponds　to　a　packet　in　packet＿
switching，a　cel1in　ATM（asynchronous　transfer　mode），and　a　job（or
task）in　computer　networks，　An　arriving　customer　who　finds　the
sy§tem　is　ful1（the　nu㎜ber　of　customers　in　the　system　is　equal　to伽
upon　its　arriva1）will　be　1ost．　The1ost　customer　wi111eave　the
queueing　SyStem．
　　　　To　describe　the　arrival　process，we　denote　by　lN（・）…a　stationary
point　process　as　in　Kawashima　et　a1ω．　Here，points　are　associated
with　arriving　customers　at出e　system．For　any　Bore1setλin　the　rea1
1ine，〈r（ノ1）sigIlifies　the　nu㎜ber　of　points（arriving　customers）in　the
seし　The　staぱonarity　yields　the　joint　distribution　of　W（ん十ま）（｛＝1，
2，…，κ）isi・depe・d・・t・f女whe・e糾よ＝1γ∈Rlγ＝κ十’f…nyκ
∈刈．We　assume　that　lW（・）l　foms　a　stati㎝ary　Poisson　cluster　po虹t
process　with　an　indiYidual　cluster　contains　k＋1points（one　parent　and
后cbi1dren）．The　interva1s　between　two　adjacent　points　in　a　c1uster　are
assu皿ed　to　be　c㎝stant，ツ．We　denote　byλthe　arrival　rate　of　parents．
The　arri▽al　rate　of　tota1customers（parents　and　children）is　E（〃（O，
1））＝λ（晃十1），where　E　denotes　the　expectation．
　　　　Let　T蜆be　the　interarrival　time　between　the　n－th　and（n＋1）一出
arriving　customers．Here，the　first　customer　arriving　after　time　origin
O　is　mmbered1．We　assume　the　sequenceぼ刑いs　stationary　mder　the
Palm　distribution　Po　generated　by｛N（・）壬，i．e、，under　the　condition　that
the　first　customer　arrives　at　time　origin（see　Kawashi血a　et　a1，04）．　It
shculd　be　noted　that比e　sequence　lT蜆1does　not　necessarily　form　a
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re皿ewa1process　but　corre1ated虻　In　Cox＆Lewis（6〕，the　distribution
F（ま）of　the　interarrival　timeτis　straightforward1y　obtained　as
（1〕
from　whlch　the　mean　mterarr1va1tlme　E（T）and　the　squared　coeff1c1ent
of　variation　C孕are　given　by
　　　　　　　　　　　　　1　　£（T）＝　　　　　　　　　　　　　　　　（2）　 　　　　　　　λ（k＋1）’
and
0手＝1＋2冶召■λ（州∴ （3〕
　　　　We　assme　the　ser▽i㏄discip1ine　is　the　First－Come－First－Served
（FCFS）、Let∫蜆be　the　service　time　of　the　n－th　customer．We　assume
the　sequence　｛∫蜆｝are　independent，and　identically　distributed　（づ．｛。d．）
and　also　independent　of　the　arriva1process．We　denote　the　mean　and
the　second㎜oment　of　the　serive　time　distributicn　by∫and　s（2〕、　The
variance　σξand　the　coefficient　of　variation　0∫are　respective1y　given
byσ董＝∫（2L～，C∫＝暁／s．
We　introduce　the　fo1lowi㎎notations．
　　ρ≡λ（后十1）3（traffic　intensity）
　　α≡泌
　　W　the　waiting　time
　　五：the　number　of　cutomers　in　the　system（queue＋server）
　　P㎞、：the1oss　probabil1ty（with　which　an　arriving　customer　is
　　　　　　　10St）
　　　　In曲is　artic1e　we　are　on－y　concemed　with　the　steady－state　queue－
i㎎b・h・・i・・、Littl・’・f・・㎜1・㈱鰯yi・1d・th…1・ti・・shipb・twe・・
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me劃n（time－average）nu㎜ber　of　customers　in比e　system，E（五），and　the
lne・n（・・stomer－a…a9・）waiti㎎ti㎜e，局（W），i．e．，th・・xp・ct・ti㎝of
waiting　time　with　respect　to　the　Pa1m　distribution月o（see　Kawashi醐a　et
al．血魯）：
　　E（L）＝λ（后十1）（ユーP腕、）易（吻十〆1－p㎞、）．　　　　　　（4）
　　　　Notethatespecia11yforα：Oour月PP／G1／1／刎queueisreduced
to　the　classical　batch＿Poisson　input〃（后十1〕／G工／1／伽queue　with　constant
batch　size　of尾十1analyzed　in　Kabak蝸．　Forα＝oo，it　is　reduced　to
the　Poisson　input〃1α／1／榊queue　in　which　we　have　explicit　for血u1as
on　the　steady＿state　probabi1ities；see　Frey＆Takahashi｛7〕一
3ni舳si0M叩m㎡m3ti㎝
3．1Diffusion　equation
　　　　We　approximate　the　queue1en鋲h　process　in　the　BPP／G111／刎
sys触by　a　diffusi㎝mode1．We　consider　two　ele㎜entary　bomdaries
atκ＝0and　κ＝閉、　Let1（κ）be　the　steady－state　probability　density
function　of　a　diffusion　particle，　Fo1lowing　Gelenbe＆Mitrani｛1⑪，we
then　have　the　steady＿state　diffusion　equation　as　foHows．
　　ユ　62　　　　d　　　　　　　　　　　　　1丁α〆（κ）一β∂、ルトλ（后十1）娩δ（H）．丁π一δ（仁〃十1）
（5）
　　　1　　∂1螂τα。先ル）一脈）1＝λ（后十1）娩
　　　1　　6　　　　　　　　　　11im［一α　　　∫（κ）一β戸（z）］＝一一π〃
戸棚2　伽　　　　　　　　　　s
螂（π）＝lim行洲一0
（6）
（7）
（8〕
whereδde皿otes　Dirac’s　de1ta　fmction；and珊the　probability　that　the
state　is　zero，i，e．the　system　is　empty，π刎the　probabi1ity　that肚＝e　state
is伽，i．e，the　system　is　fu11．
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　　　　It　should　be　noted　that　the　diff1ユsio皿　equation　（5）　is　essenti11y
identical　to　Ito’s　stochastic　d雌erentia1equation　from　which　Black　and
S・h・1・sd・・i・・dth・i・・pti・・p・i・i・gf・m・1・i・m・th・m・ti・・1fi・・…㈱I
However，our　boundary　condition（6H7）modeling　the　queueing　be－
havior　is　very　different　from　that　of　Black　and　Scho1es〕mode1ing　the
option　cost　behavior、
3．2Difhsion　parameter
　　　　As　suggested　in　Takahashi＆Kawanishi㈱we　propose　the　fouow＿
ing　diffusion　paprameter：
　　　　　　　　　　　　　　　　　1
　　α＝λ（冶十1）C孝十一Cξ，　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（9）
　　　　　　　　　　　　　　　　　8
and
　　　　　　　　　　　　　　　1
　　β＝λ（后十1）一一．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（1O
　　　　　　　　　　　　　　　s
3．3Stead＿state　probability　density　function
　　　　Solving　diffusion　equation（Eq．（5））with　boundary　condition（Eqs
（6）thru（8）），ifβ≒0we　have
whereγ：2β／α．Otherwise（β＝0），we　have
3．4Performance　measures
　　　　The　norma1izing　condition　becomes
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沽十工丁伽一1　　　　　　㈹
The　continuity　of∫（”）atκ＝伽一1or　atエ＝1respective1y　leads　to：
私一／鴛后十1）岬伽■’〕鴻；　　ω
Substituting　Eq．（1〕）or⑫together　with　Eq．岬into　Eq、（13，we　have
殉一晦㌫㌫㍗1）、功賠　　㈲
　　　　The　mean　number　of　customers　iI1the　syste皿E（五）is　obtained　as
帥）一工τ舳1・伽一　　　　　㈹
As　proved　in　Takahashi㈱、Little’s　law　is　applied　to　obtain　the1oss
probability　P伽∫as
P㎞舌＝皿　　　　　　　　　　　　　　　　　帥
　　　　　　　　　ρ
whereμis　carried　load　given　by
ρ。一工十舳・∫㎜■ル）糾π一　　　　1・
　　　　In　Tab1es　1　and　2，we　show　some　numerical　examp1es　and
simulation　comparisons．Here，indexλ助denotes　the　approximation
while∫伽denotes　simulation　results．The　accuracy　of　our　approxima＿
tion　is　seen　to　be　better　for　the　heavier　offered　traHic．
Toblo1：E（1二）and　P㎞for刎＝2，5＝0．8，ツ＝2，后＝1
O．2
0．4
0．6
0．8
E（L柳）　　　E（な1皿）
0，49　　　　　　　　　　　　0，47
1，20　　　　　　　　　　　　　1，17
1，92　　　　　　　　　　　　　1，85
2，48　　　　　　　　2．41
p㎞榊　　　　P㎞。∫。刑
0，13　　　　　　　　　　　　　0，02
0，15　　　　　　　　　　　　　0，10
0，23　　　　　　　　　　　　0，21
0，33　　　　　　　0，33
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T3b1o2：E（工）and　P一晒、for〃＝3，8＝0．5，ツ＝2、后＝3
λ
0．2
0．4
0．6
0．8
E（工月助）　　　　　　　　E（工∫㎜）
O．74　　　　　　　　　　　　　0，70
1，88　　　　　　　　1．幽
3，02　　　　　　　　2，88
3，72　　　　　　　　　　　　　3．59
P㎞M妙　　　　　　　　　　　■P㎞｛∫｛”
O，11　　　　　　　　　　　　0，03
0，15　　　　　　　　　　　　　0．ユ4
0，27　　　　　　　　　　　　0，28
0，41　　　　　　　　　　　　0．41
4　Comc1udimg－remarks
　　　　This　artic1e　has　considered　a　single＿server　finite＿capacity　queue
with　a　branching　Poisson　process（BPP）input．BPP　is　one　of　the　most
plausible　bursty　traffic　models　for　recent1y－develcped　packetized　net－
works．By1ack　of　exact　and　approximate　results，however，BPP　input
queues　have　not　b㏄n　widely　app1ied　so　far．　To　bridge　this　gap
between　modeling　necessity　and　ana1itica1insufficiency，we　have　pro－
posed　new　and　simp1e（two－moment）approximate　formu1as　for　the
performance　measures　of　practica1interest．It　is1eft　for　future　work　to
refine　our　approximation　by　matching　the　exact　results　on　two　ex－
t・・m・lq・・…：〃（店十1）／G〃1／伽q・…（f・・α＝0）・・d〃α／1／物q・…
（forα＝oo）．　It　is　worthwhile　to　derive　the　waiting　time　distribution
rather　than　the　queue－1ength　distribution，by　using　the　distributional
relation　between　the　queue　length　and　the　waiting　timeO物．
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